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Konwencje

e Zapis rézniczkowania dowolnej wielkosci A po zmiennej x*:

0A
oxt

= @A = A,i-

e Podnoszenie/obnizanie wskaznikow za pomoca metryki g:
At=g" Ay, Bi=gi; B,
gdzie g9 oznacza wspdtezynniki metryki odwrotne;.

e Metryki majg strukture zsymetryzowanych iloczynéw tensorowych, totez uprasz-
cza si¢ te notacje w nastepujacy sposob:

dr @ dy + dy ® do = 2dxdy, dr ® dz = dz?.
e Sygnatura metryki Minkowskiego jest postaci (- + ++), jesli bedzie inaczej
zostanie to jasno zaznaczone.

e Drziatanie jednoformy w na pole wektorowe X ( i wice versa) moze by¢ za-
pisywane na wiele sposobéw, z czego w tym zbiorze uzywane sa nastepujace
formy:

wX)=X(w)=X Jw=1xw=X"w.
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Wzory uzyteczne

Roéwnanie Killinga:
,Cg g= 0 5 (1)

Metrycznos¢ koneksji:

Vo =0, (3)

Wspéblezynniki beztorsyjnej, metrycznej koneksji wyrazone za pomoca pochodnych
metryki:

Do = 50 o~ G+ o) )
Dwuforma krzywizny:
RY, =dlV, +T% AT, (5)
Tensor Riemanna:
Ry = 1 v 1 = DO T + 19 T (6)

Niezmiennik (skalar) Kretschmanna
K = RS R, 7)

Tensor Ricciego:

R

R, = Rt =T°, -T°  +0°9 T, -T°% T* | (8)

UKV nv,o oW,V py Au
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Skalar Ricciego

R = Ry,g", (9)
Tensor Einsteina:
1
G,LLI/ = R,uy - §Rguu ) (1())
Réwnanie Einsteina:
Guu = _Aguu+87TT/wa (11)
Roéwnanie geodezyjnej:
BT gavi’ =0, (12)

Warunek na geodezyjnos¢ wektora v:

Vv =Ko < 'V, 0" = koY, (13)
Krzywizna zewnetrzna:
K = Kydatdz” =2L,9)|,, (14)
Metryki
Metryka euklidesowa
Jeg = (Sij da'da’ ) (15)
Metryka Minkowskiego
gar = Ny datda” = —dt? + da® + dy? + d2?, (16)

Metryka Friedmanna-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera
grorw = —dt? +a®(t) (dz? + dy? + d2?) | (17)
Metryka Schwarzschilda

oM oM}
gSChw:_(l__)dt2+(1_—) a4 02 (A0% +sin20de?) . (18)

T T
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Metryka Kottlera (Schwarzschilda - de Sittera)

2M  Ar?

2\ -1
JKott =—(1———?)dt2+(1—ﬂ—A—T) dr? +r? (d6? +sin® 0 d¢?) |

r

Metryka Minkowskiego z matym zaburzeniem
Gpp = N dxt'da” + by, datdz”,
Metryka algebraicznie specjalna
du+ Ld¢ + Ld€,
X (H x +2dr + WdE+ W d€) -2

X
r2 + X2
P2

dede,

gAs

Metryka Robinsona-Trautmana

2 _
grr = Hdu? + 2dudr - 2 % déde

Metryka Bondiego-Sachsa

gps = du(goodu+ gordr + goadz?) + gap dzdz?,

(19)

(20)

(21)
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Rozdziat 1

Geometria rozniczkowa

Zadania

Zadanie 1.1. Niech transformacja miedzy dwiema bazami ({e;} i {e]}) tej samej
przestrzeni wektorowej V' (skoriczenie wymiarowej) dana jest w nastepujacy sposéb:

I _ o A
e;=e; Ay,

gdzie A’ ;€ End(V). Obliczyé¢ B ; zadajace transformacje miedzy wspoirzednymi
wektora X rozpisanego w obu bazach takie, ze:

X" =Bi X7
Dodatkowo pokazaé, jak transformuja sie wektory dualne zapisane w bazach {e’} i
{e’'} rozpinajacych przestrzen V*

Zadanie 1.2. Dany jest tensor K = K;; e! ® e/, gdzie €’, e/ sg elementami bazy prze-
strzeni V* (skonczenie wymiarowej). Jego wspétrzedne transformuja sie za pomoca
S'; € End(V') (rozszerzenie Rozwiania 1.1.) w nastepujacy sposob

Kij S' S = Ky
Wyznaczy¢ postaé S1.
Zadanie 1.3. W R™*! dany jest tensor
g=-dz’®@d2x’ +drt @dz! + ... +dz" @ da".

Obliczy¢ pochodng Liego Lxg wzgledem dowolnego pola wektorowego X = X% 0;.
Wykazaé, ze zachodzi

Lxg=(X;;+X;;)dz' ®da’.

11
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Zadanie 1.4. Obliczy¢ pochodna Liego tensora g z Zadania 1.3. wzgledem pola
wektorowego Xi;;) zdefiniowanego przez dowolne ustalone liczby =0, 1, ..., n oraz
j=0,1,...,n,

1
Xiigt = 5 (2:05-2;0,) .

Zadanie 1.5. Obliczy¢ komutator [ X[, Xpuy] dla pél wektorowych zdefiniowanych
w Zadaniu 1.4..

Zadanie 1.6. Wykazac, ze pola wektorowe X[;;; z Zadania 1.4. sy styczne do
powierzchni S ¢ R™*! zdefiniowanej w nastepujacy sposéb:

S={(z") eR™! : g;z'a’ = const} ,
przy czym g;; to wspotczynniki tensora metrycznego g z Zadania 1.3..

Zadanie 1.7. Obliczy¢ kombinacje liniowe ze stalymi wspotczynnikami pol wek-
torowych X[;;) z Zadania 1.4., ktore sg styczne do powierzchni N c R™*!, takiej
ze:

N = {(xl) e R™! . xo—x":O} .
Zadanie 1.8. Dana jest forma rézniczkowa
w=w;dzt,

gdzie (2%) € R". Udowodnié, ze dla dowolnych p6l wektorowych X oraz Y, r6zniczka
zewnetrzna jednoformy w spetnia nastepujacag tozsamosc:

2dw(X,Y) = X (w(Y)) - Y (w(X)) -w([X,Y]).

Zadanie 1.9. W kazdym punkcie Z € R” dana jest baza {e;} e T; R", i € {1,2,...,n}
oraz baza dualna {e’} € T} R". Dane s tez funkcje f;; k:R" - R, takie, ze

lei,e5]=fi;" e

Obliczy¢ funkcje g*;; takie, ze

de’ =g, e/ neér.
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Zadanie 1.10. Dla pol wektorowych i jednoform z Zadania 1.9. obliczy¢
L.l

Wskazowka:

Lxw=X Jdw+d(X Jw).

Zadanie 1.11. Generatorem translacji odwrotnej przestrzeni R3 nazywamy pole
wektorowe

T := (2 (tb xb) x¢ - (mb xb) t“) Oy

gdzie t*0, to pole wektorowe (generator zwyktej translacji), ktorego wszystkie wspot-
czynniki sa state:

t* = const,

a wszystkie indeksy sa obnizane euklidesowym, tréjwymiarowym tensorem metrycz-
nym gr (Wzory uzyteczne 15). Obliczy¢ pochodna Liego metryki wzdtuz T i
wykazac, ze

Lrge=4(z.t")gp.

Zadanie 1.12. Rozwazmy odwzorowanie inwersji
T R3N {(0,0,0)) 57— —— ¢ R3,
T-T

gdzie 7 - T oznacza standardowy iloczyn skalarny na R3 z metryka gp (Wzory uzy-
teczne 15). Obliczy¢ pchniecie 1.t stalego pola wektorowego ¢ z Zadania 1.11..
Poréwnaé¢ wynik z polem wektorowym 7' z Zadania 1.11.

Zadanie 1.13. Rozwazmy 5-cio wymiarowa przestrzen Minkowskiego, ktora jest
izomorficzna z R5 z ukladem wspoétrzednych (z?) ale jej metryka 7 zdefiniowana jest
nastepujaco:

n=-dtedt+dredr+dye®dy+dz®dz+dw e dw,

gdzie
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Rozwazmy powierzchnie Myg c R5 taka, ze:
Mgs = {(2") e R® : n;;2'a? = R* = const} .

Jest to tzw. zanurzenie przestrzeni de Sittera. Obliczy¢ tensor gqs indukowany na
Mgs przez tensor n. Znalezé w Mys pole wektorowe &, ktore dla indukowanej me-
tryki spelnia réwnanie Killinga (Wzory uzyteczne 1). Ile takich pdl tatwo jest
skonstruowac?

Zadanie 1.14. Dla kazdej funkcji
f:R®*=>R
definiujemy dwuforme rézniczkowa

_ fada? ada? + fodad Adat + fzdat Ada?

V)2 +(f2)+ (f3)?

wszedzie, gdzie df # 0. Funkcja f zadaje powierzchnie Sy c R3:

wf:

Sp={(a",2%2%) e R : f(a'2? 2%) =0} .
W dalszej czesdci zadania rozwaz nastepujace 3 przyktady funkeji f:
1. f(xt, 22, 23) =2t |
2. f(at,x? 23) = \/(x1)2 +(22)2+ (23)2-1 ,

3. flat,x?,23) =\/(a1)? + (22)2 -1 .

Dla dowolnej funkcji h: R3 - R sprowadz caltke

/ th
Sy

do zwyklej calki po odpowiednim obszarze w R?. Dla jakiej orientacji powierzchni
S powyzsza catka jest dodatnia dla kazdej dodatniej funkeji h?

Zadanie 1.15. Dana jest dwuforma

w = §wij dz* A da?
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na R3. WyrazZ catke

/dw
C

C:=1[0,1]

po wnetrzu szescianu C

poprzez catki z w po Scianach szescianu C':
[0,1] x[0,1] x{0},[0,1] x [0,1] x {1}, ... .
Zadanie 1.16. W R* z metryka
g =dxd +da? - dzd - da3
zadana jest powierzchnia S w nastepujacy sposob:
S={(z")eR? : 2l +al-2}-a3=1}.

Znalez¢ metryke indukowana na tej powierzchni we wspéirzednych stereograficz-
nych (&;):

X .
i = , 1,2,3}.
G= o ie{1,2,3)

Zadanie 1.17. Obliczy¢ rézniczke zewnetrzng odwracalnej macierzy A (potraktowaé
macierz jako zmienna).

Zadanie 1.18. Udowodnié¢ nastepujace wtasnosci beztorsyjnej (Wzory uzytecz-
ne 3) i metrycznej (Wzory uzyteczne 2) koneksji oraz stowarzyszonej z nig po-
chodnej kowariantne;j:

1. w bazie holonomicznej (tzn. {¢'} = {dz’}) wspoirzedne koneksji spetniaja

7 1T
=T

oraz jej wspotczynniki wyrazajg sie za pomoca pochodnych wspoétczynnikow
metryki (Wzory uzyteczne 4) |
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. dla reperu {e'}, ktérego elementy posiadaja nastepujaca whasnosé:

. 1 . .
de' = 3 ’jke]/\ek

oraz metryka jest nastepujacej postaci:
9 = Gij eeel, 9ij = gji = const ,

forma koneksji spetnia
Lij=-Tji,

oraz jej wspotczynniki daja sie jednoznacznie wyrazié¢ za pomoca funkcji fijk ,

. dla dowolnej funkcji f € C¥(R*), gdzie k > 2 zachodzi

ViVif=V;Vif,

. dla jednoformy w = w; €?, gdzie Vi: w; € C¥(R*), przy czym k > 1, zachodzi:

Vw = dw,

. dla dowolnych dwo6ch pol wektorowych X = Xie; oraz Y = Yie; takich, ze

Vi: X%, YieCF(R?Y), gdzie k > 1 zachodzi

VxY -Vy X =LxY.

Zadanie 1.19. Na n-wymiarowej rozmaitosci M dany jest tensor metryczny:

g=gije e,

oraz odpowiadajaca mu beztorsyjna (Wzory uzyteczne 3) i metryczna (Wzory
uzyteczne 2) koneksja. Zalézmy, ze funkcja f spehia:

97 (Ve, f) (Ve, [) = const .

Wykazaé, ze pole wektorowe:

XZ = glk vek f’

jest geodezyjne (Wzory uzyteczne 13).
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Zadanie 1.20. Dwuforma krzywizny R ; dana jest wzorem:
i AT i k
R, =dl"; + T AT,
gdzie I' ; oznacza jednoforme koneksji, ktora transformuje si¢ w nastepujacy sposob:
Fij = (A1), I Abj + (A dAkj ,
przy czym A jest macierzg zmiany bazy. Pokazaé, ze R ; Jest tensorem (tzn. trans-
formuje sie jak tensor).

Zadanie 1.21. Udowodni¢, ze dla metrycznej, beztorsyjnej koneksji dwuforma krzy-
wizny jest antysymetryczna, tzn. R;; = —Rj;, gdzie pierwszy wskaznik zostal opusz-
czony za pomocy metryki g .

Zadanie 1.22. Wyznaczy¢ forme beztorsyjnej (Wzory uzyteczne 3) i metrycznej
(Wzory uzyteczne 2) koneksji I'; oraz dwuforme krzywizny R’, (Wzory uzy-
teczne 5) dla sferycznie symetrycznej metryki ponizszej postaci:

g = -2 42 4 20 qr? 4 p2(d6? + sin 0 d¢?) .
Zadanie 1.23. Znalez¢ skalar krzywizny Ricciego metryki

dedé
(1+5eg)’

Zadanie 1.24. Wyrazi¢ tensor Ricciego odpowiadajacy metryce

g = dt*+g;(t)da'da’
przez wspotezynniki tejze metryki i krzywizne zewnetrzng K

szﬁgkgkjv HzKia

gdzie
. d
Gkj = 1
Zadanie 1.25. Jednowymiarowa rodzina obserwatoréw tworzy dwuwymiarowa po-
wierzchnie S w czterowymiarowej czasoprzestrzeni w taki sposéb, ze przez kazdy
punkt powierzchni przechodzi linia swiata doktadnie jednego z obserwatorow. Linie
Swiata obserwatoréw sa geodezyjne wzgledem geometrii czasoprzestrzeni. Obserwa-
torzy zsynchronizowali zegarki. Geometrycznie sprowadzito sie to do nastepujacych
czynnosci:

9kj -
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e poprowadzenia przestrzennej krzywej v zawartej w powierzchni S, ktora prze-
cina linie $wiata kazdego z obserwatoréow doktadnie raz i w kazdym swoim
punkcie jest prostopadla do przecinanej w nim linii $wiata,

e ustawienia kazdego z zegarkdéw tak, aby w chwili przeciecia krzywej v wszystkie
zegarki wskazywaty ten sam czas ;.

Udowodni¢, ze zegarki pozostana zsynchronizowane.
Wskazowka: Udowodni¢, ze jesli w czasoprzestrzeni dane sa dwa pola wektorowe u
oraz X spelniajace nastepujace warunki:

'ty =-1,
V.U =0,
[u, X] =0,

to iloczyn skalarny u; X* pozostaje staly wzdluz linii catkowych pola u. Zauwazyé, ze
pola nie musza by¢ zdefiniowane w catej czasoprzestrzeni, a jedynie na powierzchni
spetniajacej odpowiednie wlasnosci. Wykozystaé tozsamosé

Y. Z]=VyZ-V,Y.
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Rozwigzania

Rozwiagzanie 1.1. Z definicji wektora i zadanych transformacji:
X=X"%e; =BE Xle; A = XFey.

Zatem

A, B~ &
BE = (AH)E.

(2

Wektory dualne (zwane kowektorami) mozna zinterpretowaé, jako funkcjonaty linio-
we przeprowadzajace obiekty z V' do ciala K (nad ktérym owa przestrzen wektorowa
jest rozpieta). Baza {e!} w V* jest dualna do bazy {e;} w V gdy zachodzi:

e'(ej)=¢e'ej= (5ij ,

gdzie 4 ; oznacza delte Kroneckera. Ow wynik nie zalezy od wyboru bazy i bazy
dualnej, co implikuje:

_ nor_ n k _ _k
1 = e"e;=e"e A%, =€e"¢y,
Akielz _ €k7
elz — (A—l)zkek:szek‘

Rozwigzanie 1.2. Wprowadzmy nastepujace oznaczenie na wspotczynniki tensora
odwrotny K1
(K19 = KV,

Przechodzimy do wtasciwej transformacji:

Kij S S = Ky,
KijSikS]l (S_l)la = Kkl(S_l)la7
Kbk Kia Slk — Kbk Kkl (S_l)la,

(E)ia S ()T = (57,

gdzie T oznacza transpozycje.

Rozwigzanie 1.3. Dana jest metryka g:

g=-dz’®dz’ +dz' @ dz' +--- + da" ® dz" = g;; da' ® da?
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oraz pole wektorowe X = X0,. Obliczamy pochodna Liego powyzszej metryki g
wzgledem pola wektorowego X:

Lx (gij dz' ® dxj) = gij (d([,Xxi) ®de! +dz' ® d(,CXa:j)) =
g5 (A(X7) ® dad + da’ ® A(X7)) = gy (9 X'da* ® da? + 9, X da’ ® dat) =
= X,kdxk ® dZL’j + szkdl’l ® dl’k = (Xjﬂ‘ + )(ZJ)CL’,(,’Z ® d{L‘j .

J

Lxg

Rozwigzanie 1.4. Dane jest pole wektorowe

1
X[z'j] = 5 (ZL’Z 8j — Ty 81) s

gdzie [ij] oznacza antysymetryzacje w tych dwoch wskaznikach oraz metryka ¢ jak
w Zadaniu 1.3.. Obliczamy pochodng Liego metryki g wzgledem X7;;:

Lx.y9 = gu(d(Lx,2") @da' +da* @ d(Lx,2")) =
i % Low (d(:0F - 25 07) @ da’ + da* © d(w; 0} - 2;67)) ] =
= %[dmi®d$j_dxj®d$i+dxj®d$i_d$i®d$j]:0_

Rozwigzanie 1.5. Obliczamy komutator pél wektorowych X(;;) z Zadania 1.4.:

1
1 [‘T,L&j —Zj &-, .f(fkal —l’lﬁk] =

1
= - ([ZL‘, 8j, T 81] - [fL’Z 8j, X (“)k] - [IL‘j 8Z-, T @l] + [l’j @, X ak]) =

[ Xtis1: Xpen]

W

1
= Z (.TZ 5jk al—xk(Sh- Oj — T (Sjl 8k + I 5ki0j+
- a:jéikﬁl+xk51j8i+xj6ilak—x15kj8,-) =

1
=3 (0 X7 + 050 Xy + G Xpjiy + 0 Xray) -

Rozwigzanie 1.6. Wyznaczenie stycznego pola wektorowego do .S sprowadza sie do
obliczenia rozniczki funkcji f zadajacej te powierzchnie:

df = g (xZ dz’ + :L‘jd:L‘i) =2g;; 2 da? .
Pole X jest polem wektorowym stycznym do S, gdy zachodzi

ixdf =X 3df =0.
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Bezposrednim rachunkiem wykazujemy, ze pole typu X[;;; (Zadanie 1.4.) spetnia
ten warunek:

0.

20N (Qxa dxa) = 5 ba; 955 0; (237@ dxa) = (ml La 5? T 5;1)

Rozwigzanie 1.7. Wyrazmy rownanie zadajace powierzchnie N poprzez wspotrzed-
ne z obnizonymi wskaznikami. Korzystajac z metryki g (Zadanie 1.3.) otrzymujemy:

Ozxo—:pnzg(”xi—gmxj = -2y — I,
skad otrzymujemy réwnowazny warunek
To+x,=0.

Dowolna kombinacja liniowa ze statymi wspotczynnikami pol Xi;;) z Zadania 1.4.
stycznych do powierzchni N ¢ R™*! jest réwniez polem do niej stycznym. Poszukajmy
pol powyzszego typu spetniajacych warunek stycznosci do powierzchni NV:

LX (dz® - da™) =0,
(2:(67 = 87) = 2;(87 = 67)) = 0.

N | =

Nietrywialne rozwiazanie (dla i # j) powyzszego warunku jest mozliwe w nastepujcej
sytuacji
(5?—(5]”20 AGY-6"=0.

Stad otrzymujemy i, j # {0, n}, co oznacza, ze dowolna kombinacja liniowa pdl wek-
torowych X[, ; dla ktérych zachodzi 4, j # {0, n} jest styczna do zadanej powierzchni.

Rozwigzanie 1.8. Zadana jest jednoforma w = w; dz? ktérej rézniczka zewnetrzna
WYNOsi:

4 1 4 . ) .
dw = w; jda’ Adx" = Wi (da:j ®dr' -dr'® daﬂ) .

Obliczmy dla dowolnych pél X i Y zwezenie dwuformy dw z tymi polami, tzn.

2dw(X,Y) = wi;[(X oda?)- (Y 2da') - (X ada')- (Y 2da)] =

= w; (XY= XY7) = XI(0jw;)Y' - Y (0jw;) X' =

= X70;(wY") = X9(0;Y w; - Y?0;(wi X") + Y (9, X w; =
= X(w(Y)) -Y(w(X)) -w([X,Y]).
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Rozwigzanie 1.9. Korzystajac z Rozwigzania 1.8., dokonujemy nastepujacych
podstawien:

w—>e', X - eq, Y > ¢,
zatem:
de'(eq, ep) = gikl ek Ael (€q, €p) = %gikl (ek(ea) el(eb) - el(ea) ek(eb)) =
= %gikl (5ka 5lb - (5lb6ka) =0 -

7 drugiej strony dostajemy:

206 (e, 1) = eale () —en(€l(ea)) — €l ([ear]) = ek T AT (f 1) =

= _fabk 5ik =—fa'-
Podsumowujac:

7 _ 1 )
Jaw ~ 2ab'

Rozwigzanie 1.10. Korzystajac z wtasnosci reperu i koreperu z Zadania 1.9. oraz
wskazowki przechodzimy do bezposredniego rachunku:

. .0
L.l = ei_l(dej)+d(ei_lej)=ei_|(gjklek/\el)+w=
. 1 .
= G ()= L e e -
1

1 . A 1.
_ l k k k
= §gi16_§] ’ !

J€ =9 u€ =_§ ik € -

Rozwigzanie 1.11. Generator translacji odwrotnej dany jest wzorem:
T = (2 (tbxb) - (xbxb) t“) O s

gdzie Ya € {1,2,3} : t* = const. Rozmaito$¢ jest trojwymiarowa i euklidesowa,
wiec korzystamy z metryki gp (Wzory uzyteczne 15). Przystepujemy do liczenia
pochodnej Liego tej metryki wzgledem pola T

L (gij dxidxj) =2g;;d (ETa:i) da’ = 2g;;d [2 (tbxb) xt - (:vab) ti] da’? =

Gij (2l‘i tydab + 2 (tb xb) dz’ -2t 1 dxb) dz/ =4 (tbxb) gijdz'dz? = 4 (tbxb) JE -

»CTgE
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Rozwigzanie 1.12. Odwzorowanie inwersji dane jest w nastepujacy sposob:
T R3N {(0,0,0)) 57— —— ¢ R3,
T-T

co mozna zapisa¢ rownowaznie, jako funkcja zmiany uktadu wspotrzednych:

Wi(2") = —— = g¢.

xjxd

Zobaczmy jak beda wyrazaé przetransformowane wersory:

— i .

0 _ 0w o (& 20 s
ox'  Ox' 0F

Tzt (2q2%)2
Nalezy zapisa¢ powyzsze wyrazenie w ukladzie (). Na poczatku policzmy ponizsza
wielkos¢:

S x; xt 1

Iil’ = . = .
Tax® Tox% T

Wobec tego transformacja wersoréw przybiera nastepujaca postac:
0 = ((2,3%)0] -287%;)0;.
Skoro pole t jest state, to t@ = ¢, dzieki czemu:
Ut = [(2.8°)F -2 (1"2,)37)0; = -T70; = -T.
Rozwigzanie 1.13. Hiperpowierzchnia Mys c R® zadana jest rownaniem:
Nt " = R?, R = const.

Tensor 7, jest diagonalng macierza diag(-1,+1,+1,+1,+1). Wprowadzmy wspol-
rzedne sferyczne:

xl = rsinfcoso,
22 = rsinfsing,
3= rcosf.

Dzigki temu metryka indukowana na hiperpowierzchni M;g sprowadza sie do postaci:

gas = Nuwdrtdz” = =(dz®)? + dr? + 7% (d6? + sin® 6d¢?) + (da*)?.
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Natomiast rownanie hiperpowierzchni upraszcza sie w nastepujacy sposob:
—(2°)2 + 72 + (21)? R?,
(21)? - (2°)? R2_,2
Wprowadzmy dodatkows parametryzacje:

{ 2= VR?-1r2 coshT,

0= VR?Z-7r2 sinhT.
Policzmy rézniczke zewnetrzna zmiennych w powyzszej parametryzacji:
{ drt= —Z2bT dr+VR2 =92 sinh 7 d7,
0_ _ rsinhT 2 _ 2 ~ 1=
dz® = Ny dr + vV R?-1? cosh7 dT.

Dzigki temu pozostate cztony metryki transformujg si¢ nastepujaco:

2 h2#
(dzt)? - (dz)? = TRCZO—SQT dr? - sinh 7 cosh 7drd7 + (R? - 72) sinh® 7 d#2 +
-7
r2sinh? 7 9
- o dr? + rsinh 7 cosh 7drd7 - (R? - %) cosh®F d7? =
-7
2

= T2 d7"2—(R2—r2) d7?.

Ostatecznie metryka indukowana jest postaci:

2
us = Rzr— dr? = (R? = 12) A7+ dr? + 1% (d6? + sin® 0d¢?) =

; ) (Rd7)? + (R2 =

R2_y2
_ _( =
W celu uproszczenia powyzej metryki wprowadzamy nowsg zmienng 7 = R7. Dzigki
temu catkowita parametryzacja hiperpowierzchni dana jest w nastepujacy sposob:

29 = VR?-rZsinh(%),

xl= rsinfcoso,

r?= rsinfsing,

23 = rcosf

rt= VR?-r?cosh(F),

za$ metryka indukowana dana jest wzorem:

RQ—TQ
gis = —( 72 )d7'2+(

) dr? + 7% (d6? + sin® 6d¢?) .

o3 ) dr? +r? (6 + sin® 6d¢?) .
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Kolejnym aspektem jest znalezienie pol wektorowych £ spetniajacych réwnanie:

Legas =0.

Widag¢, ze g4s nie zalezy od ¢ i 7, wiec wektorami trywialnie spetniajacymi powyzsza
zaleznosé sg:

§=0-, §=0s.

Rozwigzanie 1.14. Niech h: R3 - R bedzie dowolng funkcjg dodatnig.

a)

Dla funkcji f(a!,22,23) = 2! obliczamy w; = daz? A da? oraz powierzchni¢ Sy =
{(zt,22,23) e R3 | ! =0 } ktéra jest plaska powierzchnia dwuwymiarowa roz-
pinang przez osie x? oraz x3. Wybierzmy wektory normalne n* = +0;, dodat-
ni w "prawo” oraz ujemy w "lewo” ktére zadaja orientacje Ot = (0y,03) oraz
O~ = (05,02) na Sy. Wowczas

/ hwf:/dxz/deh(O,x2,x3)OiJ(de/\de') :i/dx2/d$3h(0,x2,x3),
(55,0%) R R ® *

zatem z racji dodatniosci funkcji h, powyzsza caltka jest dodatnia dla orientacji z
wektorem normalnym ”w prawo” oraz ujemna dla wektora normalnego skierowa-
nego "w lewo”.

W przypadku funkcji f(z!,22,23) = \/(21)2 + (22)2 + (23)2 - 1 postepujemy po-
dobnie jak w poprzednim podpunkcie. Wyliczamy
xtdx? Adad + 22dad A da! + 23da? A da?
V(@h)?+ (22)? + (23)?
oraz zauwazamy ze powierzchnig Sy jest sferg o Srodku w poczatku uktadu wspot-

rzednych oraz promieniu 1. Przechodzimy zatem do naturalnego dla tego przy-
padku uktadu wspotrzednych sferycznych:

Wf=

22(r,0,¢) =rsinfsing  gdzie r € R, :=]0,+00[, 8 € [0, 7], ¢ € [0, 27][.

{ zl(r,0,p) = rsinfdcosp
x3(r,0,p) =rcost

Rozpisujac zadang dwuforme w; w nowych wspoétrzednych otrzymujemy wynik
wy = r2sinfdf A dp. Natomiast rozpatrzywana powierzchni¢ w nowych wspoét-
rzednych mozna zapisaé¢ jako Sy = {(r,0,¢) € Ry x x[0,7] x [0,27] | r = 1}.
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Wybierzmy wektory normalne do powierzchni n* = +0,, dodatni skierowany na
zewnatrz oraz ujemny do wewnatrz sfery Sy, indukujace orientacje O = (9p,0,)
oraz O~ = (0,,0p) na tejze powierzchni. Mozemy zapisa¢ wtedy

/ hw; / h(r,0,p)r?sinfdd A dep
(55,0%) (55,0%)

s 27

/d@ sinﬁ/dgoh(l,e,go) O* 1 (df Adyp)

0 0
™ 21

i/d@ sin@/dcph(l,@,go).

0 0

W tym przypadku, skoro sinf jest dodatnig funkcjg wewnatrz rozpatrywanego
przedziatu, to funkcja podcatkowa jest dodatnia, zatem wynik catkowania jest
dodatni z orientacjg na zewnatrz sfery i ujemny z orientacja do wewnatrz.

¢) W ostatnim przypadku mamy f(z!, 22, 23) = \/(21)? + (22)2 - 1, skad otrzymuje-

my

rldz? A dad + 22dxd A dot

wr= (212 + (22)2

Wida¢, ze powierzchnia zadana przez funkcje f jest powierznig boczng nieskon-
czenie dtugiego walca o promieniu podstawy rownej 1, warto zatem przejsé¢ do
odpowiedajacych tej powierzchni wspotrzednych cylindrycznych, dokonujac para-
metryzacji:

zH(p,p,2) = peosp
{ 22(p,p,z) = psing  gdzie p e R, :=]0,+oo[, p € [0,27[,z € R.

Woéwcezas dwuforma wy w nowych wspotrzednych wyraza si¢ jako wy = pdp A dz,

natomiast powierzchnia Sy = {(p,p,2) € Ry x [0,27[xR | p = 1}. Wybierzmy

wektory normalne do powierzchni n* = £0,, dodatni skierowany na zewnatrz oraz

ujemny do wewnatrz, indukujace orientacje O* = (0,,0,) oraz O~ = (0,,0,) na
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S¢. Wowcezas

2w
/ hwy / h(p,gp,z)pdgp/\dzz/dgp/dzh(l,gp,z) O* J(dpadz)
(55.0%) (S7,0%) o R

2m

i/dgp/dzh(l,gp,z).

0 R

7 racji dodatniosci funkcji h, wynik jest dodatni dla orientacji indukowanej przez
wektor normalny skierowany na zawnatrz powierzchni, a ujemny w przeciwnym
przypadku.

Rozwigzanie 1.15. W pierwszej kolejnosci skorzystajmy z twierdzenia Stokesa

/dwz/ w,
c ac

1 ) .
w=-wy;da' Ada? e A*(R?).
2

gdzie

Dokonajmy oznaczen dla kazdej powierzchni stanowiacej element 0C bedacy brze-
giem kostki C'=[0,1]3 c R3:

Di ={0} x[0,1] x[0,1], D3 =[0,1]x{0} x[0,1], D3 =1[0,1]x[0,1]x{0},
Dy ={1}x[0,1]x[0,1], Dj:=[0,1]x {1} x[0,1], Dj:=[0,1]x[0,1]x {1} .

Dla kazdego Dj wybieramy wektor normalny n; = +0; do wewnatrz obszaru C,
idukujacy orientacje O, tzn:

Of = (62783)7 O% = (83,61)7 O§ = (31,32),
01 =(03,02), Oy =(01,03), Oz =(0,01).

/w:i/w+23:/w. (1.1)

Korzystajac z formuty

Xa(anB)=(Xaa)aB+(-1)"an(X 15),

Wowezas:
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gdzie a jest n-formg rézniczkowa, a X jest polem wektorowym, obliczmy zwezenie
(Ok, 0;) 4w, mianowicie:

(6k,8l) Jw

1 S S
Ok 2 (0 Jw) = §ak 4 (wij 6; da? —w;; o] dxl) =
1 o o1
= 5 (wij (5; (Sé — Wij (5;g 5{) = 5 (wlk - wkl) = w[lk] = Wik -
W dalszym ciagu, np. dla k =1 w réwnaniu (1.1) mozna zapisa¢:

1 1 1 1
w o+ / w = /da:Q/dx3 w23(0,$2,$3)+/d$3/dx2 wso(1, 2%, 2%) =
0 0 0 0

(D7,07) (D1,07)
1 1
= /da:Q/dx?’ (CL)Qg(O,ZL‘Q,QZ'S)—Ld23(1,$2,$3)),
0 0

gdzie w ostatnim kroku skorzystano z antysymetrycznosci w;;. Ostatecznie mozemy

zapisac
/ w

ocC

da? (w23(0, 22 23) - w23(1,x2,x3)) +

I
O\H
(oW
S

[N
O\H

dxg u)31($1,0,l’3) _W31($1, 17333)) +

+ /dxl/de wlg(xl,x2,0)—wlg(xl,a:2,1)).
0 0

Rozwigzanie 1.16. Ze zmiennych stereograficznych wynika, ze

r;=(1-20)&,

co po wstawieniu do rownania powierzchni prowadzi do nastepujacego wyrazenia na
Zo-

1-2f = (1-20)*(§-&-63),
- 5%_522_533_1_1_ 2
0 = =

G-8G-8G+1 G-G-&G+1
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Teraz nalezy policzy¢ rozniczki kazdego z; :

4(6d6 - & dE - §5dEs)

dzo = 2 2 2 2
(-8 -&+1)
2d¢&;
dxi - 6%_§§_£§+1_£zdx07
4d €2 de.
de? = dfz 4§z dfzdxo + 522 dZL‘(Q),

L @-g-grD s -grl
a nastepnie podstawi¢ do wyrazenia na metryke g, zatem:

_ 4(dEF -dg3-dEE)  4(61d6 - dé - E3dEs) dag o )
C@-g-gr1y g2 gl (- -6 +1) daf =
_ A -dEE-dE) e 0 e A2 + (2 -2 _ g2 A2
S @og gy GTE-Gr e (-G -gel)da,

4 (d€f - dg3 - dé3)

(E-g-g+1)*

Rozwigzanie 1.17. Z definicji macierzy odwracalnej wynika:

T=AA",

gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Rozniczkujac powyzsze rownanie otrzymujemy:

d[=0 = (dA)A'+Ad(A™),
d(A!) = —A1(dA) A,

Rozwigzanie 1.18. W kazdym z podpunktéow bedziemy odwotywaé si¢ do dwoch
warunkéw: na metrycznosé¢ (Wzory uzyteczne 2) i beztorsyjnosé¢ (Wzory uzy-
teczne 3) dlatego odnosniki do tychze warunkéw umieszczamy na poczatku, by w
dalszej czesci rozwigzania za kazdym razem ich nie przytaczac.

1. Z warunku na beztorsyjnos¢ koneksji otrzymujemy:
vdz' = d(da')+T";Ada? =0.
Dodatkowo I' ; Jest jednoformg, totez:

I dz* Ada’ = 0.
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[loczyn zewnetrzny z definicji jest catkowicie antysymetryczny, totez aby uzy-
ska¢ zero, koneksja musi by¢ catkowicie symetryczna w dwoch dolnych wskaz-
nikach, co pokazuje ponizszy rachunek:

1 . ) . .
3 (Fljkdxk ® dz? —I";; da’ ®dxk) =

Fijkdx’“/\dxj = O@Vi,j,kiriﬂc:wkg“

I, da® A da? (I -T'y;)dzF @ da’ = 0,

N —

Taka koneksja nie musi by¢ metryczna! Pomimo to, dotézmy warunek na me-
trycznosé koneksji i obliczmy warto$ci wspotezynnikéw koneksji za pomoca
pochodnych metryki g, zatem:

. Rozpisujac warunek na metrycznos¢ koneksji otrzymujemy:

. . ) . . 0
Vg = V(ge'®e)=(Vgyj)e ®e +g; Vieee),

gdzie ostatnia cze$¢ znika na mocy warunku beztorsyjnosci. Kontynuujac:

Vg
0
Vgij = %— gikrkj ~ Gkj Fki =-I'; _F?i =0Ty = —Fﬁm

O<=>Vgij=0

Z warunku na beztorsyjnos¢ i zadanego rozktadu rézniczki elementéw reperu
dostajemy:

. . 1 , ) . 1 . . .
de" +I"; ne =§fzj,€ej/\ek+Fljkek/\ej = (Ef’jk—lek)e]/\ek=0

Aby znalez¢ zalezno$é miedzy f? il I ;i musimy uwzgledni¢ antysymetryzacje
wzgledem jk wystepujaca w powyzszym wzorze, bo koneksja w ogélnosci nie
musi by¢ antystymetryczna wzgledem tych indekséw (w przeciwienstwie do f ij .
ktore jest antysymetryczne z definicji). Nastepnie obnizamy gérny wskaznik
mnozac przez metryke g; i dostajemy rownanie:

Juik = Lok = iy = Tigg-

Teraz zapiszemy to samo rownanie na trzy sposoby korzystajac z trzech kolej-
nych permutacji dolnych indeksow: ljk, jki, klj . Otrzymamy w ten sposob

réwnania;
fie =Ty =T

firr =T =T
Jrg =Ty =T
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Dodajac dwa pierwsze réwnania, odejmujac trzecie i korzystajac z odpowied-
nich antysymetrycznosci dla I'i f otrzymujemy:
Sk + fir = frg = 25
1
Iy =Tyet = 5 (fijk + fim = frg) €

Z definicji pochodnej kowariantnej oraz rownowaznosci pochodnej kowariantnej
i kierunkowej dla funkcji otrzymujemy:

ViVif = Viej(f)=ei(e;(f)) -T% en(f),
ViVif ej(ei(f))—ijiek(f),
ViVi[=V;Vif = TFie(f)-Then(f) =0«=T%; =T*;

ji»

co oznacza, ze powyzszy warunek jest rownowazny poprzedniemu.

7, beztorsyjnosci koneksji i definicji pochodnej kowariantnej jednoformy obli-
czamy wyrazenie z tezy:

Vw = (Viwj)e'nel = (ej(w;)-TF wp) et nel =e(w;) el ne =dw.

Z antysymetrycznosci iloczynu zewnetrznego i powyzszego rachunku wynika
takze

Viwj = Vjw; = ej(w;) —ej(w;) .

7 definicji pochodnej kowariantnej pola wektorowego dla beztorsyjnej koneksji
otrzymujemy:

VxY = Xie(Y)e; +17, X'Ye;,
Vy X = Yie(X)e;+17,ViXFe;,
VXY—VYX = Xiei(Yj)€j—Yi6i(Xj)6j=[X,Y]Z,CXY,

co wprost wynika z definicji pochodnej Liego pola wektorowego.

Rozwigzanie 1.19. Z warunku na geodezynosé¢ (Wzory uzyteczne 13) dostajemy:

Vx X

0

X (vei Xj) €;j +WI XiV@i (gjk Ve, f) €=

0
= X' (Ve Ve, [ej+ X g% Ve, (Ve £ €5 = 6 (Veo £) 7% (Ve Ve [ej -
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Znikajace wyrazy to poklosie odpowiednio beztorsyjnosci (Wzory uzyteczne 3) i
metrycznosci (Wzory uzyteczne 2) koneksji. Z warunkéow zadania wiemy, ze wy-
razenie g% (V, f) (Vej f ) jest stale, wiec jego pochodna bedzie 0. Dzieki temu:

99 (Veu Ve, [)(Ve, [) + 97 (Ve, /) (Ve Ve, f) = 0,
(Vea Ve, ) (Ve, f) = = (Ve £) (Veu Ve, f) -

Z symetrycznosci metryki, beztorsyjnosci koneksji (konkretniej komutacji pochod-
nych kowariantnych funkcji skalarnej przedstawionej w Zadaniu 1.18.) i powyzsze]
wtasnosci otrzymujemy:

GG (Veu /) (Ve, Ver £ €5 = 9% 9 (Vo [) (Ve Ve, f € =

_gjk g (Ver Veo ) (Ve, f) €j = _gjk g“ (Vea [) (Ve Ve, f) €
= VxX = 0.

Vx X

Widzimy, ze otrzymaliSmy dokladnie to samo wyrazenie co na poczatku tylko z
ujemnym znakiem. To oznacza, ze catlos¢ musi by¢ réwne zeru.

Rozwigzanie 1.20. Korzystajac z definicji (Wzory uzyteczne 5) rozpiszmy dwu-

forme krzywizny R’ :

3

= dT% . 4T ATk
;o= Al 4T AT

Jako, ze powyzsze wyrazenie jest dosy¢ ditugie i skomplikowane, rozbijemy je na
czesci. Najsampierw rozpisujemy rézniczke formy koneks;ji:
Al = d(A™) AT AP + (A7), AT A%, — (A7), T AdAY + d(A™), A dAF, =
= —(Ah):, dA™ (ATH™ AT Abj—(A’l)ia re A dAbj + (A, Al Abj +
(A1):,, dA™ (A1) A <L{/"_/ :
Teraz rozpiszmy iloczyn zewnetrzny form koneksji:
Tl aTh = [(AT), D% A% + (A7) dA% ] A (AR, T A™ + (AT)E, dA°] =
= (A7) Ty A% A (AR, T A"+ (AT Ty AP A (ATHE, dA; +

b (AT dAL A (AR T AT - (AY) dAY A (AT dAS =
= (AN T AT A%+ (AT T AdAS, +
b(ATYYdAS A (ATDYE T AR (ALY dAY A (AT dAS

Widzimy, ze odpowiednio pokolorowane wyrazenia wzajemnie sie znosza, zatem:

R, = (A7), dre A% + (A1), T AT™ A" =

J

= (ATY), [dDe, + D AT ]AY = (A7V), RY, A
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Rozwigzanie 1.21. Z definicji dwuformy krzywizny (Wzory uzyteczne 5) otrzy-
mujemy :

Rij = g R} = g dT*; + gin T8, AT = gy AT, + T 4y AT

Sprawdzamy, ze kazdy ze sktadnikow jest antysymetryczny wzgledem zamiany in-

7 29 M a0

deksow 72" oraz ”j”. Na poczatek obliczmy iloczyn zewnetrzny form koneksji:
Lim AT = =T AT =T ATy = Doy AL = = AT

Skorzystano z antysymetryczosci formy koneksji w pierwszych dwoch wskaznikach
(po opuszczeniu pierwszego z nich!) przedstawionej w Zadaniu 1.20.. Przechodzimy
do obliczenia rozniczki zewnetrznej formy koneks;ji:

Gik dFk] = dl“w — dgzk N ij = —dl“jz- — dgzk A ij = _dgjk N sz - 9jk de — dgzk N ij .
Z metrycznoci koneksji otrzymujemy:

Vi = dgi;—T% gk =T 9 = 0,
dgij = TFgr+T% g =T +Ti; =0,

Dzigki czemu:
g dl*; = —g;dl},
co oznacza, ze dwuforma R;; jest antysymetryczna.
Rozwiazanie 1.22. Przyjmujemy ortonormalny koreper {e’}:
eV =e?dt, el = e¥dr, e? =rdo, e3 =rsinfdo,

dzieki czemu metryka przyjmuje postaé¢ metryki Minkowskiego (Wzory uzyteczne
16). Nastepnym krokiem jest obliczenie rézniczek elementéow koreperu:

de’ =g, eVel A€, de! =1 e ?e At
e¥ ev ctg 6
de?= —elne?, ded=—elned+ e ned.
r r r

Uzywajac powyzszych rachunkéw mozemy zapisac¢ rézniczke repera w bazie dwuform
zdefiniowanych przez iloczyn zewnetrzny elementéw tegoz reperu (tak jak to bylo
zrobione w Zadaniu 1.18.):

k

i_ i g i
d€—27jke NEY, Yk ="V ko
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gdzie jedyne niezerowe funkcje jx to

B _ 2e7Y 2eY 2ctgd
Yo =29, e Yo Y= 2 e ? Y= ) Y3 = 0 Y3 = .

Forme koneksji obliczamy z ponizszego wzoru, ktéry zostal wyprowadzony w Zada-
niu 1.18.:

Liji = (%gk + Yiki = Vhij) » Liji = =T,

przy czym pierwsze indeksy v zostaty obnizone przez metryke. Jedynymi niezerowymi
formami koneksji sa:

Qe ¥ Qe ¥ 2ctg
‘ 627 I's; = < 63, 32 = <8 3.

Lo =2(6,e) e ~2(6, ) ¢!, T =

Dzieki temu mozemy zapisa¢ macierz jednoformy koneksji:

0 ~(pre )= (Pre?)el 0 0

(¢,r 6—1/)) el + (wﬂ‘/ €_¢) el 0 _ 6:/’ 2 eV 3

Ly = 0 o ; y
0 é e3 ctgf .3 TO

T
Jedynymi nieznikajacymi elementami dwuformy krzywizny (Wzory uzyteczne 5)
sa:
Bo = [6_%} (—%» Cb,r + Cb,rr + Cb?r) +e720 (Cb,t @Zj,t - ¢,tt - @bi)] e’ A el ,
Gre® o o UaeV?

Ry = —e’nef+——¢e Ae”,
r T
=9
¢T ¢t6
Ry = e/\e 3.2 elaed,
r T
Ppe ¥t o, e
Ry = —¢’re +—e A €2
T
-4 1/, -2
w,te ,re
Ris = ——ePned+ 5 —elne?,
r T
1-e2¥
R23 = 62/\63.
r

Rozwigzanie 1.23. Aby uprosci¢ rachunki dokonajmy nastepujacego podstawienia:

e e dede .

(1+ kgg)
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Do wyznaczenia skalaru krzywizny (skalar Ricciego) trzeba najpierw obliczy¢ sym-
bole Christoffela (Wzory uzyteczne 4), a z ich pomoca wspolczynniki tensora
Ricciego (Wzory uzyteczne 8). Oznaczmy & = !, £ = 22, dzieki czemu:

1
Ty = 597 (20010 = G110) = 90120 = P,

2
1 1 1y L
Iy = 59 (901,2 —J120 t+ 920,1) = 59 (921,2 — G122t 922,1) =0,
1
Iy, = 5910 (29522 — g22,0) = 0.

Z symetrii problemu (wzgledem zamiany wspéhrzednych £ < &), wynika, ze ostatecz-
nie niezerowe pozostana tylko dwa (z szesciu) symbole Christoffela:

Flll = @157 :[‘222 = @»g
Obliczamy wspotczynniki tensora Ricciego:
Riu = I —T%+ Fallr/\a/\ - UAIF)\IU =0,

_ o o o A o A 1 _ _
Rip = Ty, =10 0+ Tl =T I = =1 0 = =D g

)

Ponownie korzystajac z symetrii otrzymujemy dwa nieznikajace wyrazy w tensorze
Ricciego:

R12 = R21 = —(I)ég.
Z definicji skalaru Ricciego (Wzory uzyteczne 9) uzyskujemy:
R-= 2R12912 = —2@755‘67q> .

Najpierw obliczamy druga pochodna (korzystajac z definicji ®):

1 k- -2 k£ k&
®,; = [n|l——— || =|-2Imf1+= = T [
* [n(2(1+§£§)2)L [ n( +4&)Le ll%& 4L.— [2(1+§€£)
k k€ k& k k. . k. - o
= - _ e (14— =€) = -k e®.
2(1+§€§)+2(1+§55)2 4 2(1+§5§)2( fat 455) ‘
Ostatecznie

R=-2(-k)e*e® =2k.

L_
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Rozwigzanie 1.24. Przystepujemy do obliczenia wspétezynnikéw koneksji (Wzory
uzyteczne 4):

1
I = 29" (29500 - goos) =0,

2
0 1 Oc
Y = 29 (9oi,0 = Gio,o + ooi) = 0,
1 1 1.
Foij = 5900 (9oij = Gijo + Gjoi) = —5900913',0 = —5913' )

Mo = §9w (29500 = goo,0) =0,

| 1, 1, |

Cjo = 597 (9050 = Gjo.o + Goos) = 59" Grjo = K'j
| 1

Dk = 597 Gojk = Giwo + Ghoj) = 0.

Teraz obliczamy wspotczynniki tensora Ricciego (Wzory uzyteczne 8):

_ o o o A o A i i Jj  _ i i J
Roo = 06 =1%00+ T%0l on =TI 06 = 1 000 =101V = K" — K', K7
_ o o o A o A
Ry = T =150 + il = 317 = 0,

0i,o
Ry = TIY;,-Tg,;+ Faijr)\o)\ - FUAiF)\ja = FOij,O + Foijrkok - Fokirkjﬂ - Fkﬂirojk =
= 3 K 50T+ g
Obliczmy nastepujace wielkosci:
K'; = % (%gi’“gigj) = % (=9 gmng™ gij + 9™ gis) = 2K, K" + %g““g};j :
= 0= 7+ 20K K
%g;j = %55% = %gmg”’“gw = gin K.

Dzigki temu jedyne nieznikajace wspotczynniki tensora Ricciego daja sie zapisa¢ w
nastepujacej formie:

Ro() = —(H-FKinji) ,

Rij = —ginK" = gin K" K™ = —gin (K" + K", K™) .

Rozwigzanie 1.25. Na czterowymiarowej czasoprzestrzeni M z metryka g jednowy-
miarowa rodzina obserwatorow zadaje dwuwymiarows powierzchnie S w ten sposob,
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ze przez kazdy punkt tej przestrzeni przechodzi tylko jedna linia Swiata 7, (para-
metr s "numeruje” obserwator6w) i kazda z tych linii jest jednoczesnie geodezyjna
na M. Kazda z tych krzywych moze by¢ opisywana jednym parametrem (np. czasem
wlasnym 7) w nastepujacy sposéb:

Vs: vs:[m0,m]3T7 k(1) eSc M.
Dzieki temu spostrzezeniu na plaszczyznie S wybieramy wspotrzedne (s, 7), zas ro-
dzina {75} tworzy jednoparametrowa grupe dyfeomorfizméw na S. Aby powyzsza

sytuacja mogta zaistnie¢, kazda z linii $wiata ~, musi by¢ krzywsa catkowa tego sa-
mego pola wektorowego u, czyli:

Vs: ys=u,

gdzie kropka oznacza rozniczkowanie po parametrze 7. Pole u spetnia warunek geode-
zyjnoséci (Wzory uzyteczne 13) oraz ma charakter czasowy u,u* = —1. Koneksja na
czasoprzestrzeni jest metryczna (Wzory uzyteczne 3) i beztorsyjna (Wzory uzy-
teczne 2). W oparciu o powyzsze wlasnosci policzmy nastepujaca wielkoS¢:

0 = V,(uu") =V, (guu'u")=g,u’'V,u'+ g,utv,u’ =2u'V,u,,

Dzieki czemu otrzymujemy tozsamoSc:

u'Vyu, = 0.
Na ptaszczyznie S poprowadzono krzywa 4 w taki sposéb, by w chwili 7 = ¢y € [19, 71]
przecinata kazda z v, pod katem prostym. Aby opisaé te sytuacje, trzeba wprowadzi¢
pole wektorowe X styczne do 7:

7=X,

ktorego iloczyn skalarny w chwili ¢y z wektorem wu jest zero:

XHu, =0.
Powyzsza sytuacja odpowiada fizycznie zsynchronizowanie zegarkdéw wszystkich ob-
serwatorow. Jesli ich zegarki maja pozosta¢ zsynchronizowane wzdtuz krzywej v to

znaczy, ze iloczyn skalarny wektorow X i u wzdtuz krzywych catkowych v, pozosta-
nie staty dla dowolnego 7. Zeby zbadaé¢ powyzsza sytuacje nalezy policzyé pochodna
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Liego tego iloczynu wzdhuz pola u. Iloczyn skalarny, jak sama nazwa wskazuje jest
skalarem, dzigki czemu zachodzi rownos$é¢ pochodnej Liego i pochodnej kowariantnej:

L, (X" u,) Vo (XHu,) = X, Vut +u, vV, X" =u,V, X" =
U (W0, X - XV + XV O + Th uF X7 =

w, ([u, X *+ XYV, ut) = [u, X uy, .

Komutator [u, X ] =0, gdyz transport wzdtuz krzywych 75 i 4 jest niezalezny (odwo-
tujac sie explicite do definicji pochodnej Liego pola wektorowego) lub réwnowaznie
stwierdzajac, ze (7, s) sa niezaleznymi wspétrzednymi opisujacymi powierzchnie S
co zostalo zobrazowane na ponizszym rysunku:

Dzieki temu:

L,(Xtu,) = 0 = X“uu7 = const .



Rozdziatl 2

Rownania Einsteina

Zadania

Zadanie 2.1. Znalez¢ postaé¢ réwnan Einsteina dla metryki
g = 2dudv + ggp(u) dz®da®, a,be{2,3}.

Okresli¢ liczbe dowolnych funkcji w rozwiazaniach tych rownan. Udowodni¢ istnienie
wektorow Killinga & = £#(u) 0,,. Znalez¢ liczbe niezaleznych wektoréw tego typu.

Zadanie 2.2. Udowodni¢, ze prozniowe rownanie Einsteina ze stala kosmologiczna A
(Wzory uzyteczne 11) ma sens wyltacznie dla rozmaitoéci o wymiarze réznym od
dwoch.

Rozwigzania

Rozwigzanie 2.1. Macierz metryki odwrotnej jest postaci:
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Przystepujemy do obliczenia symboli Christoffela:

0
F00

0 —
FOi -

0. =

v

FZ.00 =
K jo =
Fijo =
Fln =
Flla =
Flab =
'y =
% =

a —
Fbc -

1
—900 (2%0,0 - goo,a) =0,

2
1 Oo
59 (gao,z‘ — Goi0 t gia,o) =0,
1
5900 (gcri,j — Gijo T gja,i) =0,
1 .
ng (2900,0 - goo,o) =0,
]‘ 10 1 (Yo
39 (900 = Gjo.o + Goo,j) = 39" 9oi
1 1
e == ab 00 = — ab .c>
c0 29 Gbe,0 29 b

1
=9" (29511 — g11,6) =0,

2
1 lo
Eg (9017(1 —Jla,0 + gaa,l) =0 s
1
—g' gab ~ Gabo T Gbosa) = — 3 10(1 :__(.1
59" (9oas = Gabo + Goo.a) = =597 Gabo = =5 9ab
1
59‘” (29011 = 911.0) =0,

1
59““ (Job1 — Gb1,0 + G10p) =0,

1
§gaa (gab,c — Gbc,o T gca,b) =0.

Jedynymi nieznikajacymi wspotczynnikami koneks;ji sa:

rt,. T,

ab

Teraz nalezy policzy¢ wspotezynniki tensora Ricciego:

ROO

FUoo,a - FUao,o + 1% P/\a)\ - J,\o F/\OU = _Faao,o -0 =

1 ) 1 ) . 1 . 1 ) .
_5 [gab gablo _ Z gab Ghe gcd Gia = _5 [gab gab]’u _ 1 gab Goe gcd Gia s
D0 = 150, + i F)\a)\ -1 F)\ia =0,
Pl R AT F)\a)\ -1y FAlU =0,
1—‘Ula,a - 1—‘o-zrl,a + 1—‘O-la 1—‘)\0'/\ - Fa)\l F)\aa =0 )
1—‘O.ab,a - FUda,b + Faab F)\0'/\ - Fa)\a F/\ba =0.
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Jedynym nieznikajacym elementem tensora Ricciego jest Rg. Dodatkowo:
R=R,, ¢g" =0,
co oznacza, ze rownania Einsteina sprowadzaja sie¢ do nastepujacej postaci:

Goo = Roo =
2[9" g ] , + 9™ G 9° gita
2gab g'c.Lb _ gab gbc gcd g;la —

Il
o O O

Metryka g, opisuje podprzestrzen o wymiarze 2, totez posiada cztery elementy,
jednakze z warunku symetrycznosci niezalezne sa jedynie trzy sposrod nich, tzn:

922, 923 = 932, g33-

Wektory Killinga, ktére w naturalny sposéb wynikaja z budowy metryki to:

€1=8v7 522827 53283'

Jedynym nietrywialnym wektorem Killinga jest wektor nastepujacej postaci:

£=6%(u) D+ & (u) 05
Teraz pokazemy, ze faktycznie taki wektor istnieje:

Leg = Le(goa(da?)? + 2903 da?daz® + g(da®)?) =
2922 diL‘ngQ + 2923 dedIS + 2923 dI2d§3 + 2933 dl‘3d§3 =
2dudz? [52 g2 + 53 g23] + 2dudz? [53 gs3 + 52 923] =0,

co implikuje:

£:2922+£:3923 =0, | 922 92 5:2 -0
§3g33+E&%ga3 =0, 932 933 £
Otrzymujemy dzieki temu dwa typy rozwiazan:

§2, £ =const, Jap — dowolna,,
€%, £ =dowolne, gq — zdegenerowana : det gq, = 0.
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Rozwigzanie 2.2. Na rozmaitosci n—wymiarowej prozniowe réwnanie Einsteina ze
statg kosmologiczna A (Wzory uzyteczne 11) ma postac:

1
Rm/ - §Rgm/ = _Ag,uua

czyli nie wystepuje zadna materia ani pole oddzialywania (np. elektromagnetyczne,
skalarne itp. pociagajac za soba T),, = 0). Zwezajac obustronnie réwnanie z metryka
odwrotng otrzymujemy:

R—%R = —nA,
-2nA
R = 7.

Oznacza to, ze dla dowolnej (nietrywialnej) wartosci A w przypadku dwuwymiaro-
wym, skalar Ricciego osiaga nieskonczonosc.



Rozdziat 3

Modele kosmologiczne

Zadania

Zadanie 3.1. Czasoprzestrzen przestrzennie jednorodna i izotropowa zdefiniowa-
na jest tensorem metrycznym Friedmanna-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera (Wzory
uzyteczne 17). Réwnania Einsteina sprowadzaja do uktadu rownan

37— 8rp- 3k ke{-1,0,1}
38 =-An(p+3P),

gdzie p jest gestoscig materii, zas P jej cisnieniem. Rozwazy¢ przypadek dla k£ = 0
oraz a(t) = At32, A = const.

1. Obliczy¢ p oraz P i zidentyfikowac rodzaj osrodka materialnego.
2. Zapisaé tensor metryczny w postaci
g=a*(t(n)) (—d772 +dz? +dy? + sz)
oraz znalezé funkcje n(t).

3. Czy z punktu (%o, 0, 0, 0) mozna zobaczy¢ kazdego obserwatora o linii Swiata
zadanej w nastepujacy sposob:

(t, w0, Yo, 20) : t>0, xg, Yo, 20 = const?

4. Czy mozliwe jest zobaczenie dowolnego obserwatora w przysztosci?

43
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ROZDZIAL 3. MODELE KOSMOLOGICZNE
Rozwigzania

Rozwigzanie 3.1. Dla zadanych warunkéw

k=0, a(t) = At>? | A= const,
rownania Einsteina przyjmuja postac:

1. Przechodzimy do rozwigzania uktadu réwnan:

p(t) =52

= 32m2

— P(t) =
P(t) =--5

5
-—p(t).
5P
T 32w
Powyzszy zwiazek pomiedzy cisnieniem i gestoscia stuzy do opisu ciemnej energii
2. Dokonajmy pewnego przeksztalcenia metryki:

9

a*(t) (—a~2(t)dt? + da? + dy? + dz?)
Wprowadzmy zmienng 7, ktéra spetnia:

wjw

1 t~
—— dt=— dt
a(t) A ’
() = —z+
n AVE Mo -
Odwracajac powyzsza relacje uzyskamy t(n), ktore nalezy wstawi¢ do metryki
Dzigki temu:

t(n)

4 _( 2 )2

A2(no-n)2 \A(mo-n)
2 3

A(A(no—ﬁ)) 7

6
A2 (ﬁ) (-d?’]2 + dx2 + dy2 + dZ2) .
Mo — 1

a(t(n))

Q
|
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3. Warunkiem na zobaczenie sie dwoch obserwatoréw jest potaczenie ich wektorem
czasowym lub zerowym, zatem definiujac czterowektory obserwatoréw w naste-
pujacy sposob:

€T = [th 07 07 0]7 Y= [t7 To, Yo, ZO]a

zachodzi ponizsza nieréwnosc:

(grLaw)w (@ —y") (2" -y") <0,

—(to = )% +a®(t)(xf +y5 +25) <0,

A28 (a5 + 5 + 25) < (to—1)°.
Czas ptynie od chwili ¢t = 0 co oznacza, ze w tej chwili czasu wida¢ wszystkich
obserwatorow - wszyscy sa “zbici”w jeden punkt, co wynika z postaci metryki -

dla t = 0 jest ona zdegenerowana. Aby zobaczy¢, co dzieje sie dalej przeksztatcimy
te nieréwnos¢ do ponizszej postaci:

(to —1)?
x%+y§+z§sA2—t3=f(t).

Zbadajmy teraz te funkcje. Obliczajac jej pierwszg i druga pochodng otrzymamy
informacje, ze owa funkcja ma dwa ekstrema - w to (minimum) i w 3¢, (maksi-
mum). Wykres tej funkcji zaprezentowano ponizej:

ft); tg=10; A=1

0.020 -
0.015 -
0.010 -

0.005 -

W granicy t — +oo funkcja dazy do zera, co z postaci metryki mozna zinterpre-
towaé jako rozciaganie przestrzeni (wzgledem czasu) do nieskonczonosci - oznacza
to, ze stozek swietlny robi sie coraz "wezszy” bo coraz dtuzszy czas jest potrzebny
do pokonania danej odlegtosci, przez co lewa strona nieréwnosci takze dazy do
zera. Warto zauwazy¢, ze lewa strona jest w kazdej chwili czasu stata, co oznacza,
ze istnieje mozliwos¢ zobaczenia kazdego obserwatora, ale z calg pewnoscig nie
mozna zobaczy¢ wszystkich "na raz”.
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4. Gdy przejdziemy do wspotrzednych (7, x, y, z) metryka przyjmuje powyzsza po-
sta¢. Chcemy zobaczy¢ dowolnego obserwatora w przysztosci, totez czas t € [0, +oo
. Zbadajmy wartosci graniczne funkcji n(t):

. . 2
Y n(t) = Hmomo - 27 = —oo,
. 2
tEE}OU(t) = Mo~ A_\ﬁ =To -
Wykres 7(t) przedstawia ponizszy wykres:
n(); no=0; A=1
1.0
0.5+
20 40 60 80 100 '

1.0}

1.5}

Wobec tego n €] — 00, 19] . Teraz zbadajmy jak zachowuje sie a(n) na granicach

dziedziny:
3
2
lim A ——— ] =07,
n-eo (A(no—n))

3
2
lim a = lim A —— ] =+0o0,
n-ng (77) n—=mg (A(TIO_U))

lim a(n)
n—>—00
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Na ponizszym wykresie mozna zobaczy¢ zaleznosé a(n):

a(t(m); no=-1; A=1

100000

60000

80000

40000+

20000

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0

Powyzsze rozwazania prowadza do wniosku, ze metryka ”w miedzyczasie” nie ule-
ga degeneracji ani zadnym innym dziwnym odksztalceniom - czasoprzestrzen je-
dynie ulega inflacji. Oznacza to, ze wszyscy obserwatorzy beda mogli si¢ zobaczy¢

w przysztodci.
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Rozdziat 4

Czarne dziury

Zadania
Zadanie 4.1. Rozpatrzmy pusta czasoprzestrzen Schwarzschilda z metryka gsenw

(Wzory uzyteczne 18) zdefiniowang dla r > 2M, a w niej geodezyjna zerows 7,
czyli krzywa opisywang wzorem

Vi Dol 250 (#5), 7(5). 3. 0()

taka, ze wektor don styczny k spelnia warunek geodezyjnosci (Wzory uzyteczne 13)
dla metrycznej i beztorsyjnej koneks;ji.

1. Wyprowadzi¢ dla krzywej v rownanie postaci
1., 1
2+ W(r,L) = =E?
S W (L) = B

gdzie E (energia) i L (moment pedu) sa odpowiednimi statymi ruchu, zas W (r, L)
to efektywny potencjat grawitacyjny.

2. Zbadac¢ przebieg potencjatu efektywnego W jako funkcja r przy zadanym L.

3. Wykazaé, ze geodezyjna przy odpowiednich wartosciach energii £ oraz momentu
pedu L moze stanowi¢ niestabilng orbite kotows. Podac jej promien.

4. W przypadku orbity kotowej z punktu 3. obliczy¢ warto$é¢ E(L).

49
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5. W przypadku, gdy geodezyjna zaczyna sie w nieskoriczonosci (r(s = —o0) = o0) i
zmierza w strone centrum, podaé¢ warunek na wartos¢ E i L, przy ktorych geo-
dezyjna z pewno$cig nie zacznie sie juz oddala¢ od centrum. Wyrazi¢ wynik za
pomocg pozornego parametru zderzenia b zdefiniowanego w nastepujacy sposob:

b:=—.
E
Zadanie 4.2. Rozpatrzmy te samg czasoprzestrzen co w Zadaniu 4.1. z tym, ze

pod horyzontem zdarzen (r < 2M), gdzie wektor O, jest czasowy. Zatézmy, ze jest on
zorientowany w przesztos¢ oraz geodezyjnag czasowa, czyli krzywa v zadang wzorem

v:[s0,81]28~ (t(s), r(s), g> ¢(3)) ;

dla ktérej wektor styczny u spetlnia warunek geodezyjnosci (Wzory uzyteczne 13)
dla beztorsyjnej i metrycznej koneks;ji.

1. Wyprowadzi¢ dla krzywej v réwnanie postaci:
1 1
2+ V(r,L)==-E?,
2 2

gdzie E (energia z punktu widzenia drugiej strony horyzontu) oraz L (moment
pedu) to odpowiednie state ruchu. Podaé¢ jawna postaé efektywnego potencjatu
V(r,L).

2. W przypadku L = 0 obliczy¢ czas whasny s, po ktérym r(s.) = 0.

Wskazéwka: Efektywny potencjat V(r, L) geodezyjnej czasowej wyraza sie tym
samym wzorem, co potencjatl geodezyjnej czasowej w obszarze r > 2M.

Zadanie 4.3. Punkt materialny znajduje sie w pustej czasoprzestrzeni Schwarz-
schilda (Wzory uzyteczne 18) wewnatrz horyzontu zdarzen (r < 2M) i porusza
sie po geodezyjnej czasowej. Znalezé¢ czas Tp,q., przed uptywem ktorego (na zegarku
poruszajacym sie wraz z punktem) geodezyjna osiagnie osobliwos¢ r = 0.

Zadanie 4.4. Dany jest wektor Killinga £ = 0, dla metryki Schwarzschilda ggepq
(Wzory uzyteczne 18) na hiperpowierzchni r = 2M. Wykazaé, ze spetnia on po-
nizsza roéwnoscé:

Vgg = /if .
Obliczy¢ wspotezynnik x nazywany grawitacjg powierzchniowa.

Zadanie 4.5. Znalez¢ krzywizne zewnetrzna (Wzory uzyteczne 14) w geometrii
Schwarzschilda (Wzory uzyteczne 18) na powierzchni r = const i znalezé jej gra-
nice, gdy r - 2M.
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Rozwigzania

Rozwigzanie 4.1. Na czasoprzestrzeni Schwarzschilda (dla r > 2M) dana jest krzy-
wa v bedaca geodezyjna zerowa zadang w nastepujacy sposob

v [s0,51] 25 0 [1(5),7(5). 5. 0(5)].
co oznacza, ze wektor k don styczny ma postac:
k = K0i=50,=1t0,+70,+ 0.
Aby ~ byta zerowa geodezyjna, wektor k musi spelnia¢ nastepujace warunki:
1.kk; =0 A 2.Vik=0.

Najpierw wyznaczamy zerowos¢ wektora k (warunek 1.):

; 2M . M\ .
klki=—(1——)t2+(1——) P +rig? = 0;
r r
2M : 2M\? .
a1 (1Y _ g
r r

Przejdzmy do geodezyjnosci wektora k (warunek 2.):

Vi k

k' Vi k! aj =k (k]z + Pjia ka) 8]' = (V 7j,i + Fjia 7i 7a) aj =

-7 dS d ] i ca ] i ca
('y T (£WJ)+FZH g )aj = (% +17,,4'4%) 9; = 0.

Jako ze wektor k jest rozpisany w bazie ortogonalnej (stricte holonomicznej), to kaz-
dy z wektoréw bazowych jest niezalezny, co oznacza, ze powyzsza réwnos¢ zachodzi
dla kazdej sktadowej wektora k. Do rozwigzania powyzszego rOwnania niezbedne sg
wspélezynniki koneksji, ktora ma byé metryczna (Wzory uzyteczne 2) i beztor-
syjna (Wzory uzyteczna 3). Z tych warunkéw wynika, ze wspétezynniki koneksji
w bazie holonomicznej sa symetryczne w dwoch pierwszych dolnych wskaznikach od-
twarzajac wzér na symbole Christofella (Wzory uzyteczne 4). Jedyne nieznikajace
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wspoétezynniki koneksji dla metryki Schwarzschilda to:

1 M
Fttr = igtt Gttr = s
r(1-2%)
1 M 2M
I', = _§gwgttr =— (1—7) 5
1 M
N = =g T T T T o . o
rr 2 g g A 7‘2 (1 B ¥)
1 2M .
FTd)d) = _5 grr g¢¢,"' =T (1 - r )S1n2 07
1 1
0 = Z¢% oo =~
or 29 969, -
1 .
F9¢¢ = -3 9% gss.0 = —sinfcos b,
1 1
I = Zg%gu,, =—
or 09 Yoo = T
1
P = 59 o0 =ctgl).

1. Na samym poczatku zatozono, ze 6 = § co oznacza, ze warunek 2. generuje trzy
niezalezne réwnania na t(s), r(s) i ¢(s), zatem:

t(s): t+Tt AP =t + 2T, fr=t+ ———xir=0,
( ) abfy fy tr ’[“2(1—%)
2M\ .
(125, 2, A1, 2,
S T

(1——)75 E = const;
o(s):  o+T%,5"4" =¢+2F ¢f+2f¢¢9¢59:¢5+§¢f=0

2¢+2r7’¢——[ 2(]5]:

2¢:L:const,
r(s):  FHTT A0 =TT 4 Dy 00+ 17, 66 =
M 2M Mo, M\ 5 oy
:7“ 7“2 (1—T)t —WT —T(l—T)SIH 6¢ =

1- )i+ — B2~ =7 i
T r r T

( 2M) Moy Mo, L2( ZM):O'

r3
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Korzystajac z powyzej wyznaczonych staltych E (energia) i L (moment pedu)
wracamy do warunku 1.

2M , | 2M\? .
f’2+(1——)r2¢2—(1——) =0,
r

r
1 L? 2M E?
—7‘2+—(1——) = —=. (4.2)
2 2r2 r 2
Dzieki takiej postaci widaé, ze efektywny potencjal W (r, L) ma postac:
L? 2M
W(r,L) = —[1-—].
(n1) = 55 (1)

. Potencjat posiada jedno miejsce zerowe ry = 2M. Chcac znalezé ekstrema tego
potencjatu obliczamy miejsca zerowe jego pochodnej:

B L2 3L2M
EW(T) = S5t =0=r=3M,
L2 oM\ L2
Winaz = W(T_gM)_2-9M2(1_3M)_54M2'

Okazuje sie, ze potencjat dla r = 3M osiaga maksimum, co prezentuje powyzszy
wykres:

Wir,L=10,M=1)
201

- II"'Il"llrrc'.x

Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz réwnaniu na radialng sktadowa geodezyjnej i wpro-
wadzmy nowa zmienng:
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ROZDZIAL 4. CZARNE DZIURY
co daje nam
s L22%(1-2M = E?
i (1-2Mz) = :
Dodatkowo zaktadamy, ze x = z(¢(s)) dzigki czemu:

xj_ngw

Podstawiamy:

m’2gz.52
v
L*2?+[22*(1-2Mz) = E?,
20" 2" + 2z 2’ (1-2Mz) -2M 2*2’ = 0,

2 +x-3Mazx* =

+L?2*(1-2Mx) = E?,

Co ciekawe, to samo rownanie mozna uzyskaé¢ korzystajac z réwnania (4.1).
Jest to réwnanie, ktérego nie mozna rozwiazaé analitycznie.

Przyjrzyjmy sie réwnaniu (4.2) w przypadku, gdy umiescimy ciato na orbicie
r = 3M (ekstremum potencjaltu W (r, L) z zerowa radialng predkoscia poczat-
kowa (7(0) = 0), wtedy réwnanie (4.2) przyjmuje postac:

) L2 2
E" = 9M2(1_§)’
e . L L3
V2TM  9M
b: o= 27TM?Z,

gdzie b = % to tzw. pozorny parametr zderzenia. Na tej podstawie kat ¢(s)
zmienia sie w nastepujacy sposob:

: Lz L2
VA
L2

co oznacza, ze utrzymywany jest staly promien i predkos¢ katowa jest stala,
jednakze jest to maksimum potencjatu, co oznacza, ze minimalne wytracenie z
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poziomu r = 3M spowoduje zaburzenie tego ruchu co mozna pokazaé¢ rézniczku-
jac réwnanie (4.2) i patrzac jak si¢ zachowuje w przedziale r € [2M —¢, 2M +€]:

3LPM L
r+ A - ﬁ = O,
—e2
r=2M-€¢ : 7= m < O—predkos¢ maleje, ciato "spada” na centrum,
el?
r=2M+¢ : 7= m > 0—predko$¢ rosnie, ciato oddala sie od centrum .
Do dopiecia catego opisu geodezyjnej zobaczmy jak zachowuje sie czas t(s):
. E
t = —(1_¥) =3F,
t(S) = 3FEs+ tg

co oznacza, ze uplyw czasu wtasnego s jest jednostajny wzgledem czasu geo-
metrycznego t, réznica wystepuje w postaci czynnika multiplikatywnego 3F.

. Innym ciekawym przypadkiem jest zblizanie si¢ ciata z bardzo daleka
r(Sp=—00) =00.
Aby ciato zblizalo sie do centrum musi zachodzi¢:
7 <0
dla kazdego s i znak pochodnej musi pozosta¢ mniejszy od zera, zatem:
7(s0)?
7(s)

gdzie £ > 0. Z réwnania (4.2) wynika:

Il 11
|
=

2
T o I (1 . %) _
2 72 r
Powyzsza nieréwnos¢ powinna zachodzi¢ dla kazdego s czyli:
12
E? 2Winae = == -
g 270
12
=0 < 2TM*.

E?
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Rozwigzanie 4.2. Tak jak to wcze$niej miato miejsce obliczamy dlugo$é wektora
u, ktorego krzywe calkowe ~ maja by¢ geodezyjnymi czasowymi. Pamietajac, ze
r€]0, 2M[:

, 2M . 2M -1 .
wu' = (——1)t2—(——1) 72 +rig?=-1,

T T
2M  \*., (2M o (2M
(——1) t2+(——1)7~2¢2+(——1)—¢«2=0,
T T T

Warunek na geodezyjnosé¢ (Wzory uzyteczne 13) ma taka sama postaé jak w Za-
daniu 4.1. dla wektora k (4.1), wiec mozna od razu przepisaé state ruchu:

(%—1)15 E,
.

Tzé = L.

Wstawiajac powyzsze rezultaty do wzoru na dtugos¢ wektora u otrzymujemy:

L2 (2M oM

T T T

1, 1( L2\(2M 1

2ot (22 21) = ZE2. 4.3
2" 2( +r2)( . ) 2 (4.3)

1. Widaé wiec, ze efektywny potencjal V' (r, L) ma postaé:

Vo = () () ) (-2

2 r2 r 2 72 r

Potencjal zeruje sie dla rq = 2M (rozwiazania zespolone uznajemy za niefizyczne).
Kolejny krok to znalezienie ekstreméw tego potencjatu, wiec:

) L2(3M - 7) + M7? 12+ LVI2- 1202
—V(r,L) = =0<er,= ,
or 2r3 2M

gdzie V(r_) =1 V(ry) = to odpowiednio minimum i maksimum lokalne poten-
cjatu (zakladajac, ze L? > 12M?), jednakze oba te ekstrema sa poza obszarem
analizowanej czasoprzestrzeni, bo:

L? > 12M?,
L € ]-o00,-2V/3M]U[2V3M, +oo].



Obliczmy granice r, dla skrajnych (granicznych) warto$ci momentu pedu L:

L2+ |LP? /1 - 28 L 2L - 6A
= lim ———— =

li =1 =
L—1>r—noo r |L|1£1100 2M |L|—o00 2M Hiat
. . L? - L L?-12M?
lim r_ = lim =6M,
L—>+2v3M L>+2v/3M 2M
lim »_ = lim i il 1|2L]\|g2 = lim 67 =3M
L—s+oo - |L|—o0 2M N L—o-c0 2M B ’
IL[2 = |L]2\/1 - 235 2
lim r, = lim SE. lim +6M =3M,
L—>—o00 |L| o0 2M L—-oc0 2M
. . L2+ L L2-12M?
lim r, = lim =6M,
L—>+2/3M L>+2/3M 2M
L2 +|LJ? [1 _ 1202 - )
lim r, = lim il lim 2|L|—6M = +00.
L—+00 |L|—c0 2M |L|—>o0 2M

57

7 powyzszych rachunkéow wynika, ze bez ze wzgledu na znak momentu pedu wy-
nik nie ulega zmianie (r, zamienia si¢ z r_) totez mozemy przyja¢ nastepujace

oszacowania:
L >2V3M,
6M > r. >3M,
ry >6M.

. Dla L = 0 réwnanie (4.3) przyjmuje postac:

2
17‘02_1(1+L_)(%_1)
2 2 r? r

(E2-1)r+2M
r

Wprowadzmy nastepujaca stata:

ZE?
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dzigki ktérej mozemy zapisa¢ powyzsze rOwnanie w nastepujacej postaci:

1
N DY) g

0
V2M s, = —/ dr
To

ar=sinh?’0 = adr=2sinhfcoshfdd,

arsinh./arg . h2 9
aVv2Mas, = 2/ d# sinh @ cosh 0 sm_2’
0 cosh” 8

ar+1’

arsinh,/arg
av2Ma s, = 2/ df sinh? 4,
0

/ df sinh?@ = cosh@sinhf - / d6 cosh? @ = cosh fsinh 6 — 6 — / dé sinh?@,
2 / df sinh?0 = cosh@sinhf -6,
aV2Mas. = (cosh fsinh 0 — Q)SYSinh\/m

Se = *————

Var + 1\/ar — arsinh/«
aV2Mo ( )
varg + 1 /arg — arsinh. /ar

s
‘ av2Ma
Dla 7 wybralidmy rozwiazanie z ,—” bo cialo spada, czyli r maleje (co oznacza

ujemny znak pochodnej). Dla o =0 = E? =1 rachunek jest jeszcze prostszy:

oy
/

70

l\?\w

m\H
1l
C«OI \&}

Ow\w

Rozwigzanie 4.3. Tak jak to mialo miejsce w Rozwigzanie 4.2. otrzymujemy
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roOwnania ruchu:

g = L,
2M .
()i -

.
2
2 E2+(L—+1)(ﬂ—1).

72 r

.
1l

Zaktadamy, ze dla r = 2M 7 =0, co implikuje E = 0, zatem:

V()

r =
2M
d
Tmax = _/ A .
0 (B ) (B -0)
Rozwiazanie z .-” jest konsekwencja spadania ciata. Liczac pochodng po L funkcji

podcatkowej, okaze si¢, ze dla L =0 przyjmuje ona maksimum, totez:

2M dr 2M r
Tmam = _/ —:_/ dr 2Mr ,
0 /M _y 0 1-om
ﬁ = sin?4,
d
ﬁ = 2sinfcosfdl,
us . 0 jus
Thax = —2M/2 2sin 6 cos ) d9=—4M:/zsin2€d9,
0 cos 0
Traw = —2M (cos@sin@—@)og =M.

Rozwigzanie 4.4. Wprowadzmy wspotrzedne Eddingtona-Finklesteina:

{a#} = (t,1,0,0) - {2} =(v,r,0,9),

dr
dv = dt+1_—2_M7
r
= t+r+2MIn|— -1{.
v r+ H2M ‘

Dzieki temu metryka Schwarzschilda gs.n, (Wzory uzyteczne 18) przyjmuje po-
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staé:

Q
I

r

2
M 1 1
—(1—2—)(dv—dr1 2M) +1 —=dr? +r7dQ =

= - (1 - %)dvz + 2dvdr + r2dQ).
r
Wektor Killinga metryki Schwarzschilda ¢ = 9; w nowych wspélrzednych wyglada

nastepujaco:

wo= o
& - 8;845,
§ = 05 =0

Policzmy nastepujaca wielkosc:
véf = fy (éu,u + F'LLI/I{ H) a,u = Fﬂvv 8# :

Korzystajac z wyprowadzonego wzoru na koneksje (Wzory uzyteczne 2) szukamy
nieznikajacych wyrazow:

1 1 1
Fuvv = 3 g/“f (gl-w,v + (gm),v - gvv,n) =-= gw" Guvr = 3% gvr Gou,r

2 2 2
1 2M\ M
o, = Lo (120
VU 2 r 7,2
Na powierzchni r = 2M otrzymujemy:
M 1
Veé = 1", 0, =— 0, =—0, =k,
r=2M r=2M r r=2M 4M
1
kK = —.
AM

Rozwigzanie 4.5. Dla pustej czasoprzestrzeni Schwarzschilda opisanej przez me-
tryke gsenw (Wzory uzyteczne 18) wynika, ze wektor normalny n do powierzchni
S zadanej jako r = const dany jest wzorem:

nzN&z\/l—%&n.
T
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Do wyznaczenia drugiej formy podstawowej (Wzory uzyteczne 14) nalezy policzy¢
pochodng Liego metryki gs.n., wzgledem wektora normalnego n:

2
K = 2L, gscnu|g = 2L, [—N2 de? + ?VL? + 7% (d6? + sin® 9d¢2)]s =

2 2 '
2 [_QNQN,T A% = g N dr o+ g drd N+ 2N (d6 4 sin® 0d¢2)]s i
1 (I_QM)‘W 2M M

N, == -
T2 r2  Nr?

=2 [-QMQN dt? + 2Nr (d6? + sin® 9d¢2)]
r

r S

Macierz tensora krzywizny zewnetrznej K wyglada nastepujaco:

M

T

4N 0
== ;

K
r2sin®6

Gdy r - 2M to N =0, co oznacza ze krzywizna zewnetrzna znika (K (r=2M) =0).
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Rozdziatl 5

Fale grawitacyjne

Zadania

Zadanie 5.1. Znalez¢ tensor krzywizny zewnetrznej K (Wzory uzyteczne 14) na
powierzchni S zdefiniowanej w nastepujacy sposob:

S ={(a") : u+v=const} (5.1)
dla metryki fali pp (Wzory uzyteczne 22 z P =1).

Zadanie 5.2. Obliczy¢ pochodna Liego metryki gpr (Wzory uzyteczne 22) wzgle-
dem pola 0, i wykaza¢, ze to pole jest styczne do zerowych linii geodezyjnych.

Zadanie 5.3. Znalez¢ wszystkie geodezyjne w polu fali pp (Wzory uzyteczne 22
dla P =1) w dwoch przypadkach:

L h(u,&,€) =aln(&€) ,
2. h(u,&,€) = S 1n(EE) .

Zadanie 5.4. Policzy¢ niezmiennik (skalar) Kretschmanna (Wzory uzyteczne 7)
dla metryki Minkowskiego z zaburzeniem w przyblizeniu liniowym (Wzory uzy-
teczne 20).

Rozwigzania

Rozwigzanie 5.1. Skoro n jest wektorem normalnym to jego kowektor musi by¢
proporcjonalny do rézniczki d(u + v), co mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

No ~ (U+0) o =00+,

63
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co po podniesieniu wskaznikéw zadaje wektor normalny, ze stalg normalizacyjng N:
n=n%0, = (nsg°*)0s = N(g°* + ¢'*)0, .

Do policzenia wspotezynnikow n® oraz stalej normalizacyjnej potrzebujemy metryki
odwrotnej, zatem zapiszmy ja w postaci macierzowej:

2H 1

Korzystajac ze wzoru na macierz odwrotna

a1 D\T
g _detg(g) ’

gdzie gP oznacza macierz dopelnien algebraicznych, uzyskujemy:

0 1

0 -1
-1 0

Dzigki temu:
n=N[(g"+¢")0+(¢" +9g")]=N[d,+(1-2H)0,] .

Warunkiem normalizacji jest jednostkowa dtugosé wektora normalnego, totez:

1
n2=1=nana=N2<2H+2(1—2H>>:N22<1—H):'NZ\/2(17 —H)

Posiadajac wszystkie potrzebne elementy i pamietajac, ze na powierzchni S zachodzi
du = dv przystepujemy do liczenia krzywizny zewnetrznej (Wzory uzyteczne 14):

K

1 1 1
§£ng|s = §£n08u gls + §£n18v g|S =
1 1
= 5 ENau (2Hdu2 + 2dudv) ‘S + 5 EN(I—QH)&, (ZdUd’U) |S =
1
= - [2NH, du® +4H dudN +2dvdN ], + dud [N (1 - 2H)]4 =
2 ) S
= NH,du®+(2H -1)dudN + (1 - 2H)dudN - 2N dudH =
= Ndu(H,du-2dH)=-Ndu(H,du+2H¢d¢+2H ¢df) .
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Dzigki temu mozemy przedstawi¢ tensor krzywizny zewnetrznej w postaci macierzo-
wej:
H,|0 He Hg
0
H 0
Heg

Rozwigzanie 5.2. Dla metryki Robinsona-Trautmana ggr (Wzory uzyteczne 22)
definiujemy wystepujace w niej funkcje w nastepujacy sposob:

H = H(u7717€7g) Y P = P(“?f?é) :
Przystepujemy do policzenia pochodnej Liego:

4 - 2 2
Lo, grr = H,Tdu2—P—7;d£d§=— grr - = (H du? + 2dudr) + H , du? =

r r

2 H, H 2 2

= —gRT+2du[( ’——)du——dr]z—gRT+gRT(8T)w,
r 2 T r T
gdzie:
H, H
w:( ’——)du—gdr.

2 T r

Do wykazania styczno$ci wektora 0, wzgledem zerowych linii geodezyjnych, wystar-
czy udowodnié, ze jest wektorem zerowym (co trywialnie wynika z postaci tejze
metryki):

grr(0:r, 0,) =0.
Mozna to tez pokaza¢ w inny sposéb, mianowicie niech k = 9, = 07 9, dzigki czemu:
grr(k) = k,dz¥=2du=2u,dz" =k, =2u,.
Powierzchnie zerowe zadane sa warunkiem u = const, co implikuje:
u,w’ =0=kk"=0.

Co wiecej:

0 = wyw’"=v,uv’u,

0 = Vo[VouViu]l=(VoaVou)V'u+V,u(VeViu)=2(V,Veu)Vu,

0 = du”(Vyuy)=k"V,ks.

Oznacza to, ze k = 0, jest zar6wno zerowe jak i geodezyjne (pod warunkiem, ze mamy
do czynienia z koneksja Leviego-Civity, co umozliwia zamiane kolejnosci pochodnych
kowariantnych).
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Rozwigzanie 5.3. Do wyznaczenia geodezyjnych niezbedne sg symbole Christoffela
(Wzory uzyteczne 4), ktére zaleza od elementoéw metryki odwrotnej, w tym celu
zapiszmy macierz metryki g,, (Wzory uzyteczne 22 dla P = 1), a nastepnie ja
odwréémy:

Dzigki temu mozemy metryke odwrotng zapisac¢ jako kombinacje liniowa biwektoréw:

G = (0, ® 0y + 0, ®0,) — 210, ® 0, — (0 ® D + D ® 0 ) .

Dzigki temu mozemy przystapi¢ do obliczenia wspotezynnikéw koneksji:

1
FO00 = 3 900 (2900,0 - goo,a) =0,

2
1
FOiO = 2 900 (gai,O —Gio,e T QOU,i) =0,
1
Y = 5 " (Yoij = Gijo + Gjoi) =0,
. 1 .
Mo = ) g (2900,0 - Qoo,a) )
i L L
r jo = 2 g (gaj,O — 00,0t gOa,j) = 2 g 9oo,;j
. 1 .
[y = 3 9 (Gojk = Giko + Groj) = 0.
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Przejdzmy do réwnan na geodezyjne (Wzory uzyteczne 12):

2 @+ gt =0,
i=0,

gle G+l geqB =0

: » ,

.. 1 2 I g —
v+ g0+ 12t u =0,

G+ hy, 2 +hefu+hgEi=0,

z?: 54—1“20461:@55:0,

é“‘ [Py t® =0,
1
+=hgi?=0
6 9 € U )
3 E+T° gaoal =0,
E+T%,u% =0,
1
+=heiu?=0
§+ghet
Ostatecznie dostajemy uktad czterech rownan rézniczkowych na h:
i =0,
D+h,0?+hg 5u +1h,g£.u =0, (5.2)
5 + 3 h£ U2 = O7
€+ % hf w? =0.
1. Rozwiazanie réwnania geodezyjnej wzgledem u(s) (Uktad réwnan 5.2) ma postac:
u(s) =g s +ug, (5.3)
gdzie 1y + ug sa statymi catkowania. PrzejdZzmy do réwnan wzgledem &(s) i £(s):
Evgp =0, (@ - (€8 =ed=-h=cons,
fr— fr—
& au? - a2 3 3
E+9¢ =0, g6 =-%, : =t

Postulujemy postac¢ rozwigzania:

5(5) :Aez’ws’
E(s) =Aeer,
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gdzie A i w sa stalymi rzeczywistymi. Podstawiajac do wyprowadzonego uktadu
rownan rozniczkowych na € i € uzyskujemy zaleznos¢ pomiedzy statymi:

;2
au
Aw2 = TO,

dzieki czemu nasze zapostulowane rozwigzanie przyjmuje postac:

{ 5(8) — ‘“"0 ezws7

5(5) — ““g emiws

Ogolne rozwigzanie analityczne nie jest mozliwe, wiec poprzestajemy na tym szcze-
gélnym przypadku. Pozostalo juz jedynie policzyé v(s), zatem:

Y

G+h, i +hefutheéa = 0
a - a =
v+—-¢u+=Eu = 0,
£ £
U+iawly —tawty = 0,
0

v = 0,

cO oznacza, ze rozwigzanie mozna zapisa¢ nastepujaco:
v(s) = Dos+ug,
gdzie 79 1 vy sg stalymi. Podsumowujac:

u(s) =1ps+ug,
v(s) —1')05+UO,
E(s) = 5o eios,
E(s) =ghetor

2. Réwnanie na u(s) jest takie samo jak w podpunkcie 1. (Wzér 5.3) totez:
u(s) =g s +ug.

Przejdzmy do réwnan na &£(s) i £(s):

. )
atf _
{ §+ _2g(u0§;u0)2 = 07

[ L

2&(uo s+up)?
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W mianowniku pojawia si¢ jawna zalezno$¢ od s - jest to uklad niejednorod-
nych, nieliniowych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu, ktore nie ma ogblnego
analitycznego rozwigzania. Sprobujmy zatem ”zabi¢” te zaleznos¢ od s poprzez
natozenie warunku g = 0, co implikuje:
{6 :Oa {6(8) :’5:05"'507

= — _ - _

£ :Ov 5(8) =£OS+£07
gdzie éo, o, 50, & to state. PrzejdZzmy do réwnania na v(s), ktére uwzgledniajac
warunek g = 0 jest postaci:

1=0=wv(s) =1vps+ug,

gdzie 79 1 vy to stale. Podsumowujac wszystkie rownania:

u(s) =up,
v(s) =vos+u,
&(s) =&s+&o,

5(5) :gos+€o-

Rozwigzanie 5.4. Dopuszczamy wytacznie liniowe wyrazy w zaburzeniach metryki
fali ptaskiej (Wzory uzyteczne 20)i ich pochodnych. W zalozonym przyblizeniu
liniowym wzér na wspétezynniki koneksji (Wzory uzyteczne 4) sprowadza sie do
postaci:

1 ag
F)‘W = 3 1 (hopy = Rpvo + oo ) -
Wspoltezynniki koneksji zalezg od pierwszych pochodnych zaburzen h,,, czyli w linio-
wym przyblizeniu tensor Riemanna musi liniowo zaleze¢ od koneks;ji i jej pochodnych,
co implikuje:

R

K K K 1 Ko
Ay -T Ap,v +I vy = _5 n (hd)\,uu - h/\u,au + h,ua,)\z/) +
1
+ 5 7],{0 (ho)\,u,u - h)\zz,a,u + hl/o,)\,u) = 5 nna (h)\u,oz/ - h',ua,)\zx - h)\l/,cru + huo,)\,u) .

W analogiczny sposob obliczamy tensor Riemanna z odpowiednio podniesionymi i
opuszczonymi wskaznikami:

RKA;W — %nna (h)\,u,crz/ _ h,ua,/\u _ h)\u,o,u + hua,)\,u) .
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Z rozwiagzania rownan Einsteina dla fali ptaskiej wynikajg nastepujace réwnodci:

my 0,
h, =0,
VN hOM = 0,
hyw'  =0.

7 powyzszych warunkéw wynika, ze zaburzenie h,,, mozna przedstawi¢ w nastepujacy
sposob:

h

= hiy = Hyein

g
Hi, =0,
kbt =0,

h#ykll = Hl'jkj = O,

Podstawiamy powyzsze rozwigzania do wzoru na tensor Riemanna:

1
Ry = =50 (ki b = hyg b By = Py o By + o iy )
RMY = —% Moo (RM KT KY = M7 EM Y = DY KO ke + B2 kY k)

Zauwazamy, ze w skalarze Kretschmanna (Wzory uzyteczne 7) wszystkie mozliwe
iloczyny drugich pochodnych zaburzen sprowadzaja sie do wyrazen typu:

kg ho" = k; HY oraz k, k"
i oba z nich znikaja na mocy rozwigzania rownan Einsteina, totez

K=0.



Rozdzial 6

Konforemne uzwarcenie
czasoprzestrzeni algebraicznie
specjalnej

Zadania

Zadanie 6.1. Znalez¢ czynnik konforemny dla metryki g45 (Wzory uzyteczne 21),
w taki sposob, by nowa (niefizyczna) metryka speliata wszystkie warunki asympto-
tycznej ptaskosci w zerowej nieskoriczonosci (null infinity) wg Penrosa. Znalezé czas
retardowany u na skraju J*.

Rozwigzania

Rozwiagzanie 6.1. Poszukujemy czynnika konforemnego €2 dla metryki algebraicznie
specjalnej (Wzory uzyteczne 21), takiego ze

§2929A57

przy czym

Dodatkowo 2 pelni role nowej, dobrze okreslonej wspolrzednej na skraju (zastepujac
niejako r). WprowadZmy nastepujace oznaczenie:

I

- N _ 942 4¢dE
- 1+ %gg gss 2¢ dfdf
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Przyjrzyjmy sie ostatniemu cztonowi metryki g zaleznemu tylko od wspotrzednych

zespolonych:
02 Q232
dEdE = 2( PZ + )d§d§

Funkcje P i ¥ nie zaleza od r, totez na skraju (J ) tylko czton 72 ”wybucha”, czyli
czynnik Q2 musi go ”"zbija¢” do metryki na sferze, totez

002 r2+22

Q27"2 5 5 ¢2P2
pr S0 = =5,

Korzystajac z powyzszego wzoru trzeba wyrugowac r za pomoca (2 i zapisa¢ metryke
g w nowych zmiennych (u, Q, £, £). Pamietajac, ze P = P(u, &, &) oraz ¢ = ¢(&, £)
przechodzimy do obliczen:

oP 9P

Znajac czynnik konforemny obliczamy metryke na skraju:
g = x(Q°Hx+20%dr + QW dE+ QW dE) - (¢2 )dgdg

e —2¢.P xdQ - 2¢* déd€ = —2¢.P dud - 2¢P dQ (L dng + Ldf) —2¢*dédé.

7

Chcac wprowadzi¢ "dobry” czas retardowany « na skraju musimy przeksztatcié¢ wy-
razenie zawierajacy poprzedni czas u w nastepujacy sposob

26 P dudQ = 2diadQ = 2P du = di,

CO oznacza, ze

~=/¢Pdu:¢>(§, S)/P(u, £, &) du



